Calka podwojna - metody obliczania

Calka podwojna w obszarze normalnym

Definicja. Obszar domknigty D nazywamy obszarem normalnym wzgledem osi Ox (rys. 8a), jezeli
mozna zapisac¢ go w postaci:

D={(x,y): a<x<b, f(X)<y< f,(0)},
gdzie funkcje f, 1 f, saciaglte w przedziale <a,b> oraz f,(x)< f,(x) dlakazdego x&c(a,b).
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Rys. 8. Obszar normalny wzgledem: a) osi Ox, b) osi Oy

Definicja. Obszar domknigty D nazywamy obszarem normalnym wzgledem osi Oy (rys. 8b), jezeli
mozna zapisa¢ go w postaci:

D={(x,y): c<y<d, g(y)<x<g,(»)},
gdzie funkcje g, 1 g, sa ciagle w przedziale <c,d> oraz g,(y)<g,(y) dlakazdego yc(c,d).

Definicja. Sumg¢ skonczonej liczby obszaréw normalnych (wzglgdem osi Ox lub Oy) o parami
roztgcznych wnetrzach nazywamy obszarem regularnym.

Twierdzenie (o zamianie calki podwojnej na calki iterowane).

o Jezeli funkcja f(x,y) jestciggla w obszarze D, ktory jest normalny wzgledem osi Ox, czyli:

D={(x,y): a<x<b, f,(x)<y<f,(x)},

to
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e Jezeli funkcja f(x,y) jestciggla w obszarze D, ktory jest normalny wzgledem osi Oy, czyli:

D={(x,y): c<y<d, g(»)<x<g,(»)},

to
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Uwaga. Calki znajdujgce si¢ we wzorze (1) 1 (2) po prawej stronie znaku réwno$ci nazywamy
catkami iterowanymi. Czgsto zapisuje si¢ je w nieco odmiennej postaci, a mianowicie:
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Ze wzoru (1) wynika, ze aby obliczy¢ catke podwdjng po obszarze normalnym wzgledem osi Oz, to
nalezy wykona¢ dwa catkowania: pierwsze catkowanie (wewnetrzne) — wzgledem zmiennej y (w tym
przypadku zmienng x traktujemy jako stala) oraz drugie (zewngtrzne) — wzgledem zmiennej x.
Analogicznie postepujemy przy obliczaniu catki podwojnej po obszarze normalnym wzgledem osi
Oy.
W szczegdlnym przypadku, gdy obszar D jest prostokatem o bokach rownoleglych do osi uktadu
wspotrzednych, to przy obliczaniu catki podwojnej mozemy postuzy¢ si¢ nastepujacym twierdzeniem:
Twierdzenie (o calce podwojnej po prostokacie).
Jezeli obszar catkowania D jest prostokatem okre§lonym w nastepujacy sposob:

D={(x,y): a<x<b, c<y<d},

to wowczas:
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2° jezeli funkcja f(x,y)=g(x)-h(y), gdzie funkcje g i & sa ciagte odpowiednio na przedziatach
[a,b] 1 [c,d], to:
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Na podstawie powyzszego twierdzenia mozemy stwierdzi¢, ze w przypadku, gdy obszar catkowania
jest prostokatem, to kolejnos¢ catkowania nie ma znaczenia (punkt 1°), a dodatkowo, gdy funkcja
podcatkowa jest iloczynem dwoch funkcji jednej zmiennej (tzw. funkcja o rozdzielonych zmiennych),
to catk¢ podwdjng z takiej funkcji mozna obliczy¢ jako iloczyn dwoch catek oznaczonych (punkt 2°).

Przyklad. Obliczy¢ catk¢ podwdjng
f f Jx ydxdy ,
D
po prostokacie (rys. 9)
D={(x,y):1<x<4, 1<y<3}.

Rozwiazanie.

Aby zilustrowa¢ oba punkty twierdzenia 1.4, dang catke obliczymy Y 3‘5_

dwiema metodami:

Metoda 1. Zastosujemy wzor zawarty w pierwszym punkcie powyzszego / D

twierdzenia przy czym wewngtrzne catkowanie wykonamy wzgledem r- ! b

zmiennej y traktujgc zmienng x jako staly: ol 1 4 x
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Metoda 2. Poniewaz funkcja podcatkowa jest iloczynem dwoch funkcji jednej zmiennej, to mozemy
zastosowac réwniez drugi wzor z podanego twierdzenia:
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Przyklad. Obliczy¢ catki podwdjne po obszarach D ograniczonych podanymi krzywymi:
a) ffxzydxdy; D:y=x* y=I,
D

b) ffuwhéu D: y=+x, y=0, x+y=2,
D

c) ff(x2—2y)dxdy: D: y:;, y=x, x=1.
D

Rozwiazanie.
a) Rysujemy najpierw obszar D (rys. 10) i stwierdzamy, zZe jest to pA
obszar normalny wzgledem obu osi. Potraktujmy go zatem, jako 2
normalny wzgledem osi Ox. Aby zapisa¢ odpowiednie nierownosci =
rozwigzujemy najpierw ukfad roéwnan:
2
y=2x D 7V=1
y=1 7 L
. . -1 0 1 X
1 wyznaczamy punkty przecigcia danych krzywych: 4, (-1,1),
A4,(1,1) . Obszar D mozemy zatem zapisa¢ w postaci: Rys. 10

D={(x,y): —1<x<I1, ¥ <y<1L}.

W celu obliczenia danej catki podwojnej korzystamy ze wzoru (1) i zamieniamy j3 na calki iterowane.
Przy ich obliczaniu pamigtamy, Ze stosujgc wzor Newtona-Leibniza, granice catkowania podstawiamy
w miejsce zmiennej, wzgledem ktorej dane catkowanie bylo przeprowadzone. Otrzymujemy:
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b) Sporzadzamy najpierw rysunek obszaru D (rys. 11). Widzimy, ze A

obszar D jest normalny wzgledem obu osi. Poniewaz gérny brzeg Y

tego obszaru sklada si¢ z fragmentow wykresow dwoch funkcji, to _,

traktujac go jako normalny wzgledem osi Ox, musielibySmy przy U
obliczaniu catki podwojnej rozbi¢ go na dwa podobszary (jeden na 1____’4 x=y"’
lewo, a drugi na prawo od prostej x =1) i skorzysta¢ z twierdzenia o n

addytywnosci catki podwojnej wzgledem obszaru catkowania. ///A" >
Wygodniej bedzie zapisa¢ ten obszar jako normalny wzgledem osi Oy. 0 1 2 X
W tym celu z rownan y = Jxoiox+ y =2 wyznaczamy zmienng x i Rys. 11

otrzymujemy odpowiednio: x=y* (dla y>0) oraz x=2—y.
Rozwigzujac uklad rownan:
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otrzymamy punkt przecigcia krzywych: A(1,1). Patrzac na obszar D od strony osi Oy mozemy
zapisa¢ go w postaci:

D={(x,y):0<y<]1, y2§x§2—y}.

Stosujac wzor (2) obliczamy:
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¢) Rysujemy obszar D (rys. 12). Widzimy, ze w tym przyktadzie
wygodniej jest potraktowaé zakre§lony obszar jako normalny
wzgledem osi Ox (chociaz jest on roéwniez normalny wzgledem

osi Oy). Aby okresli¢ przedzial zmiennosci wspotrzednej x
kazdego punktu tego obszaru, wyznaczamy punkty przecigcia
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wykresow funkcji: y=— 1 y=x. W tym celu rozwigzujemy
X

(wystarczy wzgledem niewiadomej x) uktad rownan:
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y X = —=x & x2:4 S x=—21lub x=2.

y=x * Rys. 12

Obszar D mozna zatem zapisa¢ w postaci:
4
:{(x,y):1§x§2, xgyg—}.
X
Stosujac wzor (1) obliczamy dang catke podwdjna:
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Zadania do samodzielnego rozwigzania
Obliczy¢ catki podwojne po podanych prostokgtach:

1. ffxy3dxdy; D={(x,y): 0<x<1,0<y<2},
D

[\°]

- [ +3p)axdy; D=i(x,3): —1<x<2, 0<y <1},
D

w

. ff(x—y)2dxdy; D={(x,y): 0<x<1,0<y<2},
D

N

. ffsinxcosydxdy; D={(x,y): 0<x<m, —n<y<0},
D

9}

' ffewdxa'y; D={(x,y): 0<x<2, 0<y<l},
D

=)

. ffﬁsin%pdrdup; D={r,p): 0<r<a, 0<p<2n}.
D

Obliczy¢ catki podwojne po obszarach ograniczonych podanymi krzywymi:
7. ffxydxdy; D:y=0,x=0,x+y=1,
D

8. [[x’ydxdy; D:x=0, y=1-2, y=2—x,
fo yelxdy x=0, y=1-2, y=2-x
9. ff(x2+y2)dxdy; D:y=2x, y=x, y=4,
D
10. ff(2x+l)dxdy; D:y:l,y:\/;,x:4,
b X
11. ffxy2dxdy; D:y=x*, x+y=2,
D

1
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1
) ff(x2+y2)dxaly; D:y=x,y=—,y=12,
b X
13. ff12ydxdy; D:y*=x,x—y—-2=0,
D
14. ffe;dxdy; D:x:yZ, x=0, y=1,
D
15. ff2ysinxdxdy; D:y:\/;, yzO,x:E.
b 2
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